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4 Lqwurgxfwlrq
Wklv whfkqlfdo Dsshqgl{ suhvhqwv wkh ghwdlohg vwhsv ri wkh dqdo|vlv1 Wkh
prghov duh dqdo|}hg lq wkh iroorzlqj rughu=

î Prgho zlwk Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg sulfhv vhw lq wkh surgxfhu *v fxu0
uhqf|

î Prgho zlwk Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg sulfhv vhw lq wkh frqvxphu *v fxu0
uhqf|

î Prgho zlwkrxw Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg sulfhv vhw lq wkh surgxfhu *v
fxuuhqf|

î Prgho zlwkrxw Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg sulfhv vhw lq wkh frqvxphu *v
fxuuhqf|

5 D prgho zlwk Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg
sulfhv vhw lq wkh surgxfhu*v fxuuhqf|

514 Frqvxphu sureohp

Wkh zruog lv srsxodwhg e| krxvhkrogv +frqvxphu0surgxfhu xqlwv, gh?qhg
ryhu d frqwlqxxp ri xqlw pdvv1 Krxvhkrogv rq wkh lqwhuydo dfc òøòå ä olyh
lq frxqwu| ø/ krxvhkrogv rq wkh lqwhuydo dòøòå c òå ä olyh lq frxqwu| î dqg
krxvhkrogv rq wkh lqwhuydo dòå c �o olyh lq frxqwu| ä/ vr wkdw wkh srsxodwlrq
vl}hv ri frxqwu| ø/ î dqg ä duh htxdo wr òøòå / E�ý òøä òå dqg � ý òå
uhvshfwlyho|1 Hdfk krxvhkrog lv dvvxphg wr eh wkh vroh surgxfhu ri d eudqg
zklfk lv dq lpshuihfw vxevwlwxwh wr doo rwkhu dydlodeoh eudqgv1 Whfkqrorj| lv
vxfk wkdw rqh xqlw ri krxvhkrog oderu surgxfhv rqh xqlw ri rxwsxw1

Wkh remhfwlyh ri krxvhkrog %/ olylqj lq frxqwu| æ dw wlph |/ lv gh?qhg dv=

L E%c æc |ä '
"[
r'f

qr
+
*?äæ|nr E%äý

V

2

í
t æ|nr E%ä

ì2
n ã *?

#
� æ
|nr E%ä

å ð|nr

$,

Lqvlgh wkh fxuo| eudfnhw/ wkh ?uvw whup lv wkh xwlolw| iurp frqvxpswlrq/ zkhuh
äæ E%ä lv d frqvxpswlrq edvnhw wr eh gh?qhg ehorz> wkh vhfrqg whup lv wkh
glvxwlolw| iurp oderu h>ruw/ zkhuh t æ E%ä lv wkh rxwsxw ri wkh eudqg surgxfhg
e| krxvhkrog %> wkh wklug whup lv xwlolw| iurp oltxlglw| vhuylfhv/ zkhuh� æ E%ä
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ghqrwhv kroglqjv ri frxqwu| æ fxuuhqf|/ dqg å æ lv wkh frqvxphu sulfh lqgh{
lq frxqwu| æ1 Wkh glvfrxqw udwh lv ghqrwhg q/ dqg wkh rwkhu Juhhn ohwwhuv
ghqrwh srvlwlyh frqvwdqwv1

51414 Frqvxpswlrq doorfdwlrq

Wkh frqvxpswlrq edvnhw ri krxvhkrog % olylqj lq frxqwu| æ lv gh?qhg dv wkh
iroorzlqj FHV lqgh{=

äæ E%ä '

%
ò
�
4

å

í
äæå E%ä

ì 43�
4 n E�ý òå ä

�
4

í
äæä E%ä

ì43�
4

& 4
43�

zkhuh 4 lv wkh hodvwlflw| ri vxevwlwxwlrq ehwzhhq wkh w|shv ri jrrgv surgxfhg
lq wkh Fhqwhu dqg wkh Shulskhu| +frpsxwhuv dqg wh{wlohv,1 Lq wxuq/ wkh edvnhw
ri jrrgv surgxfhg lq wkh Shulskhu| lv gh?qhg dv=

äæå E%ä '

%
ò
�
ú

ø

í
äæø E%ä

ìú3�
ú n E�ý òøä

�
ú

í
äæî E%ä

ìú3�
ú

& ú
ú3�

zkhuh ú lv wkh hodvwlflw| ri vxevwlwxwlrq ehwzhhq wkh w|shv ri jrrgv surgxfhg
lq wkh Shulskhu| frxqwulhv +vkluwv dqg vzhdwhuv,1

Wkh vxe0lqgh{hv dfurvv wkh eudqgv surgxfhg lq hdfk frxqwu|/ äæø E%ä/
äæî E%ä dqg ä

æ
ä E%ä duh jlyhq dv=

äæø E%ä '

%
Eòøòå ä

3 �
w

] òøòå

f

í
äæø E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äæî E%ä '

%
EE�ý òøä òå ä3

�
w

] òå

òøòå

í
äæî E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äæä E%ä '

%
E�ý òå ä3

�
w

] �

òå

í
äæä E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

zkhuh äæ& E5c %ä= frqvxpswlrq e| krxvhkrog % lq frxqwu| æ ri wkh jrrg sur0
gxfhg e| krxvhkrog 5 lq frxqwu| &1 Wkh doorfdwlrq ri frqvxpswlrq dfurvv
wkh ydulrxv eudqgv/ jlyhq wkh djjuhjdwh frqvxpswlrq ohyho äæ E%ä/ lv ghulyhg
xvlqj wkh xvxdo dssurdfk1 Zh fdq wkhq zulwh=

äæø E5c %ä '

%
å ðø E5ä

å ðø

&3w %
å ðø
å ðå

&3ú %
å ðå
å ð

&34
äæ E%ä
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äæî E5c %ä '

%
å ðî E5ä

å ðî

&3w %
å ðî
å ðå

&3ú %
å ðå
å ð

&34
äæ E%ä

äæä E5c %ä '

%
å ðä E5ä

å ðä

&3w %
å ðä
å ð

&34
äæ E%ä

zkhuh å æ& E5ä lv wkh sulfh lq frxqwu| æ ri wkh jrrg surgxfhg e| krxvhkrog 5
lq frxqwu| &1 Wkh xwlolw| edvhg sulfh lqgh{hv duh=

å æø '

%
�

òøòå

] òøòå

f

í
å æø E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

å æî '

%
�

E�ý òøä òå
] òå

òøòå

í
å æî E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

å æä '

%
�

�ý òå
] �

òå

í
å æä E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

å æå '
é
òø

í
å æø
ì�3ú

n E�ý òøä
í
å æî
ì�3úè �

�3ú

å æ '
é
òå

í
å æå
ì�34

n E�ý òå ä
í
å æä
ì�34è �

�34

51415 Ghpdqg iru eudqg %

Wkh ghpdqg iru wkh eudqg surgxfhg e| krxvhkrog % lv rewdlqhg e| lqwh0
judwlqj wkh ghpdqgv suhvhqwhg deryh dfurvv doo krxvhkrogv zruogzlgh1 Iru
euhylw|/ zh irfxv rq wkh ghpdqg idfhg e| d krxvhkrog olylqj lq frxqwu| ø/
wkh h{suhvvlrqv ehlqj vlplodu iru d krxvhkrog olylqj lq frxqwu| î ru ä=

t ø E%ä '

%
åøø E%ä

åøø

&3w %
åøø
åøå

&3ú %
åøå
åø

&34
òøòåä

ø

n

%
åîø E%ä

åîø

&3w %
åîø
åîå

&3ú %
åîå
åî

&34
E�ý òøä òåäî

n

%
åäø E%ä

åäø

&3w %
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

zkhuh wkh shu0fdslwd frqvxpswlrqv duh= äø ' �
òøòå

U òøòå
f äø E^ä _^/ äî '

�
E�3òøäòå

U òå
òøòå

äî E^ä _^/ ää ' �
�3òå

U �
òå
ää E^ä _^1 Wkh vdohv uhyhqxh iru
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krxvhkrog % olylqj lq frxqwu| ø lv ghqrwhg dv 7-ø E%ä dqg lv jlyhq e|=

7-ø E%ä ' åøø E%ä

%
åøø E%ä

åøø

&3w %
åøø
åøå

&3ú %
åøå
åø

&34
òøòåä

ø

n
.ø

.î
åîø E%ä

%
åîø E%ä

åîø

&3w %
åîø
åîå

&3ú %
åîå
åî

&34
E�ý òøä òåäî

n.øåäø E%ä

%
åäø E%ä

åäø

&3w %
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

zkhuh .æ lv wkh h{fkdqjh udwh iru wkh fxuuhqf| ri frxqwu| æ ylv0d0ylv wkh
Fhqwhu fxuuhqf|1 Qrwh wkdw li wkh odz ri rqh sulfh krogv +åîø E%ä ' å

ø
ø E%ä ü

.î*.ø/ åäø E%ä ' å
ø
ø E%ä *.

ø,/ zh fdq zulwh=

t ø E%ä '

%
åøø E%ä

åøø

&3w %
åøø
åøå

&3ú %
åøå
åø

&34
äç

7-ø E%ä ' åøø E%ät
ø E%ä

zkhuh äç ' òøòåä
ø n E�ý òøä òåäî n E�ý òå äää1

51416 Lqwhuwhpsrudo rswlpl}dwlrq

Krxvhkrog % olylqj lq frxqwu| æ krogv grphvwlf fxuuhqf|/� æ E%ä/ dqg d qrp0
lqdo erqg ghqrplqdwhg lq wkh Fhqwhu*v fxuuhqf|/ îæ E%ä1 Wkh erqg lv lq
}hur0qhw vxsso| zruogzlgh> lwv qrplqdo |lhog dw wlph | lv ghqrwhg ð|1 Wkh
krxvhkrog exgjhw frqvwudlqw lv wkhuhiruh=

.æ|î
æ
|n� E%ä

å æ|
n
� æ
| E%ä

å æ|
n äæ| E%ä

' E� n ð|ä
.æ|î

æ
| E%ä

å æ|
n
� æ
|3� E%ä
å æ|

n
7-æ| E%ä

å æ|
ý A

æ
| E%ä

å æ|

zkhuh dqg A æ E%ä lv d oxps vxp wd{ ghqrplqdwhg lq frxqwu| æ*v fxuuhqf|1
Wkh htxloleulxp frqglwlrqv duh vxppdul}hg e| wkh iroorzlqj Hxohu dqg

prqh| ghpdqg htxdwlrqv=

äæ|n� E%ä

äæ| E%ä
' q E� n ð|n�ä

åä|
åä|n�
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� æ
| E%ä

å æ|
' ãäæ| E%ä

E� n ð|n�ä.
æ
|n�

E� n ð|n�ä.
æ
|n� ý.æ|

Li sulfhv duh  h{leoh/ wkh htxloleulxp pdunxsv duh jlyhq e|

å ææc| E%ä

å æ|
'

wV

w ý �ä
æ
| E%ät

æ
| E%ä

zkloh/ zkhq sulfhv duh vwlfn|/ jrrgv vxsso| dgmxvwv wr phhw fkdqjhv lq gh0
pdqg1

515 Fxuuhqw dffrxqw

Lq htxloleulxp/ doo krxvhkrogv lq d frxqwu| duh lghqwlfdo1 Zh fdq wkhq gurs
wkh % lqgh{ dqg lqwhusuhw wkh htxdwlrqv lq rxu prgho dv shu0fdslwd uhodwlrqv1
Zh devwudfw iurp jryhuqphqw vshqglqj dqg frqvlghu wkdw wkh vhljqrudjh
uhyhqxh lv uhsdlg wr wkh krxvhkrogv lq d oxps0vxp wudqvihu1 Zh fdq wkhq
zulwh wkh iroorzlqj h{suhvvlrq iru wkh fxuuhqw dffrxqw ri frxqwu| æ/ lq shu
fdslwd whupv=

.æ|î
æ
|n�

å æ|
n äæ| ' E� n ð|ä

.æ|î
æ
|

å æ|
n
7-æ|
å æ|

Wkh erqg ehlqj lv }hur qhw vxsso| zruogzlgh/ zh zulwh=

òåòøî
ø n òå E�ý òøäîî n E�ý òå äîä ' òåîå n E�ý òå äîä ' f

516 V|pphwulf vwhdg| vwdwh dqg orj olqhdul}dwlrq

Zh vwduw e| zulwlqj wkh vroxwlrq ri wkh prgho lq d v|pphwulf vwhdg| vwdwh
zkhuh doo erqg kroglqjv duh vhw wr }hur= îø ' îî ' îå ' îä ' f1 Doo
krxvhkrogv zruogzlgh duh lghqwlfdo lq vxfk d vwhdg| vwdwh1 Hdfk krxvhkrog
frqvxphv dqg surgxfhv dq dprxqw äf1 Wkh uhdo lqwhuhvw udwh lv htxdo wr wkh
glvfrxqw udwh +q E� n ðä ' �, dqg zh zulwh=

äf '

v
w ý �
w

�

V

Zh vroyh wkh prgho lq whupv ri orj0olqhdu dssur{lpdwlrqv durxqg wkh v|p0
phwulf vwhdg| vwdwh1 Zh/ ghqrwh e| ff wkh ohyho ri d yduldeoh lq wkh lqlwldo
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htxloleulxp dqg e| f wkh qhz ohyho ri wkh yduldeoh1 Orzhufdvh ohwwhuv ghqrwh
orj0olqhdu dssur{lpdwlrqv=

% ä f ýff
ff

Zh ghqrwh orqj0uxq yduldeohv zlwk xsshueduv/ wr glvwlqjxlvk wkhp iurp vkruw0
uxq yduldeohv1 Iru h{dpsoh/ Sî dqg 7Sî duh wkh shufhqwdjh ghyldwlrqv iurp wkh
lqlwldo vwhdg| vwdwh iru wkh shu fdslwd frqvxpswlrq lq frxqwu| î lq wkh vkruw
dqg wkh orqj uxq uhvshfwlyho|1 Wkurxjkrxw wkh sdshu/ zh gh?qh Shulskhu|0
zlgh dqg zruogzlgh yduldeohv dv iroorzv=

%å ì òø%
ø n E�ý òøä %î +4,

%ç ì òå%
å n E�ý òå ä %ä +5,

Wkh prgho lv vroyhg lq iru wkh zruogzlgh h>hfwv/ dqg wkh Fhqwhu0Shulskhu|/
dv zhoo dv wkh Lqwud0Shulskhu|/ gl>huhqfhv1 Wkh vroxwlrqv iru %ç/ %å ý%ä dqg
%ø ý %î wkhq doorz xv wr frpsxwh wkh frxqwu|0vshfl?f vroxwlrq dv=

%ä ' %ç ý òå
í
%å ý %ä

ì
%å ' %ç n E�ý òå ä

í
%å ý %ä

ì
%ø ' %å n E�ý òøä

í
%ø ý %î

ì
%î ' %å ý òø

í
%ø ý %î

ì
Wkh lqlwldo dvvhw kroglqjv ehlqj htxdo wr }hur/ zh gh?qh= 7Kæ ' îæ*

í
åäf äf

ì
1

Zh frqvlghu wkdw wkh hfrqrp| lv lqlwldoo| dw wkh v|pphwulf vwhdg| vwdwh/ dqg
dqdo|}h wkh lpsdfw ri shupdqhqw prqhwdu| vkrfn lq wkh shulskhu| frxqwulhv
+ 76ø dqg 76î,1

517 Wkh orqj uxq

Iurp wkh prqh| ghpdqgv dqg wkh pdunxsv zh zulwh=

76æ ý 7Ræ ' 7Sæ

7Rææ ý 7Ræ ' 7Sæ n 7+æ

iru æ ' ø/ î/ ä1 Iurp wkh gh?qlwlrqv ri wkh sulfh lqgh{hv/ zh fdq zulwh=

7Ræå ' òø7R
æ
ø n E�ý òøä 7Ræî

7Ræ ' òå 7R
æ
å n E�ý òå ä 7Ræä
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Wkh rxwsxw ghpdqgv lpso|=

7+ø ' ýú
í
7Røø ý 7Røå

ì
n 7+å / 7+î ' ýú

í
7Rîî ý 7Rîå

ì
n 7+å

7+å ' ý4
í
7Räå ý 7Rä

ì
n 7Sç/ 7+ä ' ý4

í
7Rää ý 7Rä

ì
n 7Sç

Wkh vdohv uhyhqxh dqg fxuuhqw dffrxqwv ohdg wr=

f '
�ý q
q

7Kø ý 7Sø n 7Røø ý 7Rø n 7+ø

f '
�ý q
q

7Kî ý 7Sî n 7Rîî ý 7Rî n 7+î

f '
�ý q
q

7Kä ý 7Sä n 7Rää ý 7Rä n 7+ä

f ' òøòå7K
ø n òîòå7K

î n òä7K
ä ' òå7K

å n òä7K
ä

51714 Fhqwhu0Shulskhu|

Zh vwduw e| frpsxwlqj wkh uhvxowv lq whupv ri Fhqwhu0Shulskhu| gl>huhqfhv1
Wkh pdunxs htxdwlrqv/ rxwsxw ghpdqg dqg fxuuhqw dffrxqw duh zulwwhq dv=í

7Råå ý 7Rää
ì
ý
í
7Rå ý 7Rä

ì
'

í
7Så ý 7Sä

ì
n
í
7+å ý 7+ä

ì
í
7+å ý 7+ä

ì
' ý4

í
7Räå ý 7Rää

ì
í
7Så ý 7Sä

ì
'

�ý q
q

7Kå

�ý òå
n
í
7Råå ý 7Rää

ì
ý
í
7Rå ý 7Rä

ì
n
í
7+å ý 7+ä

ì
Dv wkh odz ri rqh sulfh krogv/ zh zulwh=

7Räå n e
å ' 7Råå / 7R

ä n eå ' 7Rå

í
7Råå ý 7Rää ý eå

ì
'

í
7Så ý 7Sä

ì
n
í
7+å ý 7+ä

ì
í
7+å ý 7+ä

ì
' ý4

í
7Råå ý 7Rää ý eå

ì
í
7Så ý 7Sä

ì
'

�ý q
q

7Kå

�ý òå
n
í
7Råå ý 7Rää ý eå

ì
n
í
7+å ý 7+ä

ì

:



zklfk doorzv xv wr ghulyh wkh orqj uxq vroxwlrq dv=

7Så ý 7Sä '
� n 4

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7Råå ý 7Rää ý eå '

�

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7+å ý 7+ä ' ý�

2

�ý q
q

7Kå

�ý òå
Wkh zruogzlgh h>hfwv fdq eh frpsxwhg dv=

7Sç ' 7+ç ' f

51715 Lqwud0Shulskhu|

Wkh Lqwud0Shulskhu| gl>huhqfhv fdq eh frpsxwhg iroorzlqj vlplodu vwhsv dv
deryh1 Wklv ohdgv wr=

7Sø ý 7Sî '
� n ú

2ú

�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

7Røø ý 7Rîî ý
í
eø ý eî

ì
'

�

2ú

�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

7+ø ý 7+î ' ý�
2

�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

518 Wkh vkruw uxq

Lq wkh vkruw uxq/ sulfhv duh vhw lq wkh surgxfhu fxuuhqf|1 Zh fdq wkhq zulwh=

Røå ' E�ý òøä
í
eø ý eî

ì
Rîå ' ýòø

í
eø ý eî

ì
Räå ' òøe

ø n E�ý òøä eî ' eå
Rø ' òå E�ý òøä

í
eø ý eî

ì
n E�ý òå ä eø ' eø ý òå eå

Rî ' ýòåòø
í
eø ý eî

ì
n E�ý òå ä eî ' eî ý òåeå

Rä ' ýòå eå

;



Iurp wkh Hxohu htxdwlrqv dqg wkh prqh| ghpdqgv/ zh zulwh=

7Sæ ý Sæ ' q_ðn Rä ý 7Rä

76æ ý Ræ ' Sæ n
q

�ý q
í
eæ ý 7eæ ý q_ð

ì
iurp zklfk zh vhh wkdw iru dq| sdlu ri frxqwulhv æ dqg &=

Sæ ý S& ' 7Sæ ý 7S&
eæ ý e& ' 7eæ ý 7e&

Dv wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| krogv dw doo krul}rqv/ wkh frqvxpswlrq jdsv
lpphgldwho| uhdfk wkhlu orqj uxq ydoxhv dqg wkhuh lv qr h{fkdqjh udwh xqghu0
ru ryhu vkrrwlqj +wkh odwhu uhvxow xvhv wkh orqj uxq prqh| ghpdqgv,1

Wkh rxwsxw ghpdqgv lpso|=

+ø ' ú E�ý òøä
í
eø ý eî

ì
n +å / +î ' ýúòø

í
eø ý eî

ì
n +å

+å ' 4 E�ý òå ä eå n Sç/ +ä ' ý4òåeå n Sç

Wkh vdohv uhyhqxh dqg fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv ohdg wr=

7Kø n Sø ' ý
í
eø ý òå eå

ì
n +ø

7Kî n Sî ' ý
í
eî ý òåeå

ì
n +î

7Kä n Sä ' òå e
å n +ä

51814 Fhqwhu0Shulskhu|

Zh vwduw zlwk wkh vroxwlrq lq whupv ri Fhqwhu0Shulskhu| gl>huhqfhv1 Iurp wkh
prqh| ghpdqgv/ wkh rxwsxw ghpdqgv dqg wkh fxuuhqw dffrxqwv/ zh rewdlq=í

76å ý 76ä
ì
ý eå ' 7Så ý 7Sä

+å ý +ä ' 4eå

7Kå

�ý òå
n 7Så ý 7Sä ' ýeå n

í
+å ý +ä

ì
Frpelqlqj wkhvh h{suhvvlrqv zlwk wkh orqj uxq vroxwlrq/ zh fdq hvwdeolvk=

7Så ý 7Sä '
4ý �
4

E�ý qä E� n 4ä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
<



eå '
�

4

�ý q n 4 E� n qä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
+å ý +ä '

�ý q n 4 E� n qä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
7Kå

�ý òå
'

2q E4ý �ä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
Wkh zruogzlgh h>hfwv fdq eh frpsxwhg dv=

Sç ' +ç ' 76ç

51815 Lqwud0Shulskhu|

Iroorzlqj vlplodu vwhsv dv iru wkh Fhqwhu0Shulskhu| glphqvlrq/ zh hvwdeolvk=

7Sø ý 7Sî '
ú ý �
ú

E�ý qä E� n úä
� n q n E�ý qäú

í
76ø ý 76î

ì
eø ý eî '

�

ú

�ý q n ú E� n qä
� n q n E�ý qäú

í
76ø ý 76î

ì
+ø ý +î '

�ý q n ú E� n qä
� n q n E�ý qäú

í
76ø ý 76î

ì
7Kø ý 7Kå
�ý òø

'
2q Eú ý �ä

� n q n E�ý qäú
í
76ø ý 76î

ì

519 Ryhudoo h>hfw

Zh gh?qh wkh ryhudoo h>hfw +qhw suhvhqw ydoxh/ lqgh{hg e| ?Rñ, dv %?Rñ '
%n q

�3q 7%1 Wkh Fhqwhu0Shulskhu| h>hfwv duh=

Så?Rñ ý Sä?Rñ '
4ý �
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
í
76å ý 76ä

ì
+å?Rñ ý +ä?Rñ '

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
í
76å ý 76ä

ì
Wkh zruogzlgh h>hfwv duh=

Sç?Rñ ' +
ç
?Rñ ' 76ç
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Wkh Lqwud0Shulskhu| h>hfwv duh=

Sø?Rñ ý Sî?Rñ '
ú ý �
ú

� n ú

� n q n E�ý qäú
í
76ø ý 76î

ì
+ø?Rñ ý +î?Rñ '

� n ú

� n q n E�ý qäú
í
76ø ý 76î

ì

51: Zhoiduh

Rplwwlqj wkh gluhfw lpsdfw ri uhdo edodqfhv/ wkh zhoiduh lq frxqwu| æ lv=

üæ ' Sæ?Rñ ý
w ý �
w
+æ?Rñ

Xvlqj rxu uhvxowv/ wkh Fhqwhu0Shulskhu| zhoiduh gl>huhqfh lv=

üå ý üä ' 4ý w
4w

í
+å?Rñ ý +ä?Rñ

ì
Wkh zruogzlgh zhoiduh lv frpsxwhg dv=

üç '
�

w
76ç

Dqg wkh Lqwud0Shulskhu| zhoiduh gl>huhqfh lv jlyhq e|=

üø ý üî ' ú ý w
úw

í
+ø?Rñ ý +î?Rñ

ì

51; Ghsuhfldwlrq dqg srvvleoh uhvsrqvhv

Zh qrz frqvlghu wkh frqvhtxhqfhv ri d ghsuhfldwlrq ri wkh fxuuhqf| ri ø1
Wkhuh lv qr srolf| uhvsrqvh lq wkh fhqwhu + 76ä ' f,/ dqg frxqwu| î lv idfhg
zlwk wkuhh srvvleoh uhdfwlrqv=

î 0 devhqfh ri srolf| uhdfwlrq +PVW, + 76î ' f,/

î 0 shjjlqj ri wkh h{fkdqjh udwh ylv d ylv wkh fhqwhu +SHJ, +eî ' f,/

î 0 ghydoxdwlrq wr pdlqwdlq lwv pdunhw vkduh lq wkh fhqwhu +GHY, +eî '
eø,1
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51;14 H{fkdqjh udwhv dqg prqh|

Dv wkh fhqwhu grhv qrw uhdfw/ zh kdyh= 76ä ' f/ 76ç ' òå 76
å ' òåòø 76

ø n
òå E�ý òøä 76î1 Wkh h{fkdqjh udwhv duh zulwwhq dv=

eå ' òøe
ø n E�ý òøä eî ' áE4ä

í
òø 76

ø n E�ý òøä 76î
ì

eø ý eî ' áEúä
í
76ø ý 76î

ì
zkhuh=

á E%ä '
�

%

�ý q n % E� n qä
� n q n % E�ý qä : f/ á E4ä : á Eúä/ 4 ÷ ú

Xqghu wkhPVW uhjlph + 76î ' f,/ zh fdq vkrz wkdw=

76ø : f

eø ' dòøáE4ä n E�ý òøä á Eúäo 76ø : f

eî ' dá E4äýá Eúäo òø 76ø : f

eø : eî

Frxqwu| î h{shulhqfhv d ghydoxdwlrq wkdw lv vpdoohu wkdq iru frxqwu| ø1
Xqghu wkh SHJ uhjlph +eî ' f,/ uhphpehulqj wkdw áE4äýá Eúä : f=

76ø : f

76î ' ý á E4äýá Eúä
òøá Eúä n E�ý òøä á E4ä

òø 76
ø ÷ f

76å '
òøáEúä

òøáEúä n E�ý òøäá E4ä
76ø : f

eø '
áE4äá Eúä

òøáEúä n E�ý òøäá E4ä
76ø ÷ á E4ä 76ø

Frxqwu| î kdv wr frqwudfw lwv prqh| vxsso|1 Wklv frqwudfwlrq lv krzhyhu
lqvx!flhqw wr r>vhw wkh h{sdqvlrq lq frxqwu| ø/ dqg wkhuh lv d Shulskhu|
zlgh prqhwdu| h{sdqvlrq1 Xqghu wkh GHY uhjlph +eî ' eø,=

76î ' 76ø : f

eø ' eî '
�

4

�ý q n 4 E� n qä
� n q n 4 E�ý qä 76

ø ' áE4ä 76ø

dqg erwk frxqwulhv h{shulhqfh wkh vdph ghydoxdwlrq dv î*v srolf| iroorzv ø*v1
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51;15 Fxuuhqw dffrxqwv

Zh xvh=

7Kå

�ý òå
' 7Kå ý 7Kä ' 2q E4ý �ä

� n q n 4 E�ý qä 76
å

7Kø ý 7Kå
�ý òø

' 7Kø ý 7Kî ' 2q Eú ý �ä
� n q n E�ý qäú

í
76ø ý 76î

ì
Zh fdq fohduo| vhh wkdw wkh shulskhu| h{shulhqfhv d fxuuhqw dffrxqw vxusoxv
dv orqj dv 4 : � +wkh Pduvkdoo0Ohuqhu0Urelqvrq frqglwlrq,1 Lq wkh vkruw uxq/
d frxqwu| dffxpxodwhv dvvhwv +ru eruurzv,/ dqg frqvxphv +ru uhsd|v, wkh
lqwhuhvw lq wkh orqj uxq1 D srvlwlyh fxuuhqw dffrxqw fruuhvsrqgv wr d srvlwlyh
wudgh edodqfh lq wkh vkruw uxq/ dqg d qhjdwlyh wudgh edodqfh lq wkh orqj uxq
+h{suhvvhg lq grphvwlf fxuuhqf|,1

Xqghu wkhPVW uhjlph/ zh kdyh=

7Kå

�ý òå
'

2q E4ý �ä
� n q n 4 E�ý qäòø 76

ø/ 7Kø ý 7Kî : f

Wkh fxuuhqw dffrxqw h>hfw lv pruh ehqh?fldo iru frxqwu| ø wkdq iru frxqwu|
î1 Xqghu wkh SHJ uhjlph=

7Kå

�ý òå
'

2q E4ý �ä
� n q n 4 E�ý qä

á Eúä

òøá Eúä n E�ý òøä á E4ä
òø 76

ø/ 7Kø ý 7Kî : f

7Kå dqg 7Køý7Kî duh odujhu wkdq lq wkhPVW uhjlph1 Xqghu wkh GHY uhjlph=

7Kå

�ý òå
'

2q E4ý �ä
� n q n 4 E�ý qä 76

ø/ 7Kø ' 7Kî

51;16 Zhoiduh

Zh uhfdoo wkh uhvxowv iru wkh zruogzlgh dqg gl>huhqfh zhoiduh=

üå ý üä '
4ý w
4w

í
+å?Rñ ý +ä?Rñ

ì
üø ý üî '

ú ý w
úw

í
+ø?Rñ ý +î?Rñ

ì
üç '

�

w
òå 76

å
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Dorqj zlwk wkh ryhudoo rxwsxw uhvxowv=

+å?Rñ ý +ä?Rñ '
� n 4

� n q n 4 E�ý qä 76
å

+ø?Rñ ý +î?Rñ '
� n ú

� n q n E�ý qäú
í
76ø ý 76î

ì
Lq doo uhjlphv/ zh fdq zulwh +uhfdoolqj 4 ÷ w,=

üä '
�

w

%
�ý 4ý w

4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&
òå 76

å : f

üå ÷ f/ òå ÷
w ý 4

4
í
� n q �34

�n4

ì
n w ý 4

÷ �

Wkh shulskhu| lv dgyhuvho| d>hfwhg li lw lv vpdoo dqg wkhuh lv olwwoh fhqwhu0
shulskhu| vxevwlwxwdelolw|1 Irfxvlqj rq wkh zhoiduh ri frxqwu| î/ zh zulwh=

üî ' üå ý òø
í
üø ý üî

ì
' üç n E�ý òå ä

í
üå ý üä

ì
ý òø

í
üø ý üî

ì
'

�

w
òå 76

å n E�ý òå ä
4ý w
4w

� n 4

� n q n 4 E�ý qä 76
å

ýòø
ú ý w
úw

� n ú

� n q n E�ý qäú
í
76ø ý 76î

ì
'

�

w

í
[ø 76

ø n [î 76
î
ì

zkhuh=

[ø '

+%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&

ýú ý w
ú

� n ú

� n q n E�ý qäú
,
òø

[î '

+
E�ý òøä

%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&

nòø
ú ý w
ú

� n ú

� n q n E�ý qäú
,
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Wkhuhiruh/ frxqwu| î suhihuv dq h{sdqvlrqdu| prqhwdu| vwdqfh +l1h1 GHY
ryhu SHJ, li [î : f=%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&
E�ý òøänòø

ú ý w
ú

� n ú

� n q n E�ý qäú : f

6 D prgho zlwk Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg
sulfhv vhw lq wkh ex|hu*v fxuuhqf|

614 Frqvxphu sureohp

Wkh g|qdplf prgho fdq dovr eh vroyhg iru wkh fdvh zkhuh sulfhv duh vhw lq
wkh ex|hu*v fxuuhqf|/ lqvwhdg ri wkh vhoohu*v fxuuhqf|1 Ehfdxvh ri ghyldwlrqv
iurp wkh odz ri rqh sulfh/ wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| grhv qrw krog lq wkh
vkruw uxq1 Uhfdoolqj wkdw doo krxvhkrogv duh lghqwlfdo zlwklq d frxqwu|/ wkh
Hxohu dqg prqh| ghpdqg htxdwlrqv duh qrz jlyhq e|=

äæ|n�
äæ|

' q E� n ð|n�ä
.æ|n�
å æ|n�

å æ|

.æ|

� æ
|

å æ|
' ãäæ|

E� n ð|n�ä.
æ
|n�

E� n ð|n�ä.
æ
|n� ý .æ|

615 Frqvxpswlrq dqg h{fkdqjh udwh g|qdplfv

Orj olqhdu dssur{lpdwlrqv ri wkh Hxohu/ wkh vkruw uxq prqh| ghpdqg dqg
wkh orqj uxq prqh| ghpdqg duh jlyhq e| +uhfdoolqj wkdw wkh frqvxphu sulfh
lqgh{hv duh suhvhw lq wkh vkruw uxq,=

7Sæ ý Sæ ' q_ðn
í
7eæ ý eæ

ì
ý 7Ræ

76æ ' Sæ n
q

�ý q
í
eæ ý 7eæ ý q_ð

ì
76æ ý 7Ræ ' 7Sæ

Zh fdq xqghuwdnh vrph dojheud rq wkhvh htxdwlrqv wr vkrz wkdw dfurvv dq|
sdlu ri frxqwulhv +uhfdoolqj wkdw wkh odz ri rqh sulfh krogv lq wkh orqj uxq,=í

7Sæ ý 7S&
ì
'

í
Sæ ý S&

ì
ý
í
eæ ý e&

ì
eæ ý e& ' 7eæ ý 7e&
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Wkh devhqfh ri h{fkdqjh udwh xqghu0 ru ryhuvkrrwlqj uhpdlqv ydolg1 Wklv
uhvxow lv d frqvhtxhqfh ri rxu dvvxpswlrq ri d orjdulwkplf xwlolw| iru uhdo
edodqfhv1

616 Jhqhudo vroxwlrq

Dv sulfhv duh  h{leoh lq wkh orqj uxq/ wkh orqj uxq h>hfwv/ dv ixqfwlrqv ri
7Kå

�3òå dqg 7Kø37Kå
�3òø duh lghqwlfdo wr wkh fdvh zkhuh sulfhv duh vhw lq wkh surgxfhu*v

fxuuhqf| dqg wkh odz ri rqh sulfh krogv1 Ri frxuvh/ wkh ?qglqj wkdw wkhuh
duh qr zruogzlgh orqj uxq h>hfwv lv vwloo ydolg= 7Sç ' 7+ç ' f1

Dv wkhuh duh qr uhodwlyh sulfh h>hfwv/ wkh vkruw uxq rxwsxw h>hfw h{dfwo|
uh hfwv wkh zruogzlgh h>hfw lq doo frxqwulhv=

+æ ' +ç ' 76ç ;æ

Wkh vkruw uxq fxuuhqw dffrxqw fdq eh zulwwhq dv=

7Kø n Sø ' roø ' Sç n E�ý òøä òå
í
eø ý eî

ì
n E�ý òå ä eø

7Kî n Sî ' roî ' Sç ý òøòå
í
eø ý eî

ì
n E�ý òå ä eî

7Kä n Sä ' roä ' Sç ý òå eå

Zh vwduw zlwk wkh Fhqwhu0Shulskhu| gl>huhqfh1 Iurp wkh fxuuhqw dffrxqwv
zh hvwdeolvk wkdw=

�

�ý òå
7Kå ' ý

í
7Så ý 7Sä

ì
Frpelqlqj wklv uhvxow zlwk wkh orqj uxq uhvxowv/ zh vhh wkdw 7Kå ' f dqg wkhuh
duh qr orqj uxq h>hfwv= 7Så ý 7Sä ' 7Råå ý 7Rää ý eå ' 7+å ý 7+ä ' f jlyhq rxu
dvvxpswlrq ri orjdulwkplf suhihuhqfhv1 Dv wkhuh duh qr zruogzlgh orqj uxq
h>hfwv/ qhlwkhu wkh fhqwhu qru wkh shulskhu| h{shulhqfh dq| uhdo h>hfw eh|rqg
wkh vkruw uxq1 Wkh vkruw uxq h>hfwv duh wkhq jlyhq e|=

Så ý Sä ' eå ' 76å ý 76ä

dqg wkh zruogzlgh h>hfwv duh jlyhq e|= Sç ' +ç ' 76ç1
Vlploduo|/ wkhuh duh qr orqj uxq h>hfwv rq wkh lqwud0Shulskhu| gl>huhqfhv=

7Kø ý 7Kå
�ý òø

' ý
í
7Sø ý 7Sî

ì
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Frpelqlqj wklv zlwk wkh orqj uxq uhvxowv lpsolhv wkdw= 7Kø37Kå
�3òø ' 7Sø ý 7Sî '

7Røø ý 7Rîî ý
í
eø ý eî

ì
' 7+ø ý 7+î ' f1 Wkh rqo| uhdo h>hfwv duh wkhuhiruh

olplwhg wr wkh vkruw uxq=

Sø ý Sî ' eø ý eî ' 76ø ý 76î

617 Srolf| uhvsrqvh ri frxqwu| E

Iurp rxu uhvxowv/ zh fdq vhh wkdw=

eî ' 76î ý 76ä ' 76î

WkhPVW dqg SHJ uhjlph duh wkhuhiruh lghqwlfdo lq wklv prgho1

618 Zhoiduh

Wkh frqvxpswlrq lq frxqwu| î lv htxdo wr lwv qrplqdo edodqfhv=

Sî ' 76î

Lw lv wkhq vwudljkwiruzdug wr frpsxwh wkh zhoiduh uhvxow iru frxqwu| î dv=

üî ' 76î ý w ý �
w

76ç

Wkh ghydoxdwlrq e| frxqwu| ø ulvhv wkh h>ruw ri frxqwu| î*v krxvhkrogv/
zkrvh frqvxpswlrq lvq*w d>hfwhg1 Frxqwu| î kdv dq lqfhqwlyh wr dedqgrq
lwv shj wr wkh fhqwhu/ dv lw jhwv wkh hqwluh ehqh?w lq whupv ri frqvxpswlrq/
zkhuhdv wkh h>ruw lv vkduhg zruogzlgh1

7 Dprgho zlwkrxw Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg
sulfhv vhw lq wkh surgxfhu*v fxuuhqf|

Wklv vhfwlrq dqdo|}hv d yduldqw prgho zlwk qr Lqwud0Shulskhu| wudgh/ dqg
sulfhv vhw lq wkh surgxfhu*v fxuuhqf|1

714 Frqvxphu sureohp

Wkh frqvxpswlrq edvnhwv duh qrz gl>huhqw lq wkh Shulskhu| frxqwulhv1 Zh
h{dplqh wkh frqvxpswlrq edvnhwv lq doo frxqwulhv1
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71414 Fhqwhu*v frqvxpswlrq

Lq wkh Fhqwhu/ wkh frqvxpswlrq edvnhw lv xqfkdqjhg=

ää E%ä '

%
ò
�
4

å

í
ääå E%ä

ì43�
4 n E�ý òå ä

�
4

í
äää E%ä

ì43�
4

& 4
43�

ääå E%ä '

%
ò
�
ú

ø

í
ääø E%ä

ìú3�
ú n E�ý òøä

�
ú

í
ääî E%ä

ìú3�
ú

& ú
ú3�

ääø E%ä '

%
Eòøòå ä

3 �
w

] òøòå

f

í
ääø E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

ääî E%ä '

%
EE�ý òøä òå ä3

�
w

] òå

òøòå

í
ääî E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äää E%ä '

%
E�ý òå ä3

�
w

] �

òå

í
äää E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

Wkh frqvxpswlrq doorfdwlrq iru krxvhkrog % olylqj lq wkh Fhqwhu lv jlyhq e|=

ääø E5c %ä '

%
åäø E5ä

åäø

&3w %
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
ää E%ä

ääî E5c %ä '

%
åäî E5ä

åäî

&3w %
åäî
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
ää E%ä

äää E5c %ä '

%
åää E5ä

åää

&3w %
åää
åä

&34
ää E%ä

zkhuh=

åäø '

%
�

òøòå

] òøòå

f

í
åäø E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åäî '

%
�

E�ý òøä òå
] òå

òøòå

í
åäî E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åää '

%
�

�ý òå
] �

òå

í
åää E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åäå '
é
òø

í
åäø

ì�3ú
n E�ý òøä

í
åäî

ì�3úè �
�3ú
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åä '
é
òå

í
åäå

ì�34
n E�ý òå ä

í
åää

ì�34è �
�34

71415 Frxqwu| D*v frqvxpswlrq

D krxvhkrog % lq frxqwu| ø frqvxphv grphvwlf jrrgv dqg lpsruwv iurp wkh
Fhqwhu=

äø E%ä '

%
ò
�
4

å

í
äøø E%ä

ì 43�
4 n E�ý òå ä

�
4

í
äøä E%ä

ì 43�
4

& 4
43�

äøø E%ä '

%
Eòøòå ä

3 �
w

] òøòå

f

í
äøø E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äøä E%ä '

%
E�ý òå ä3

�
w

] �

òå

í
äøä E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äøø E%ä uhsodfhv ä
ø
å E%ä/ zlwk wkh vdph zhljkw1 Zh nhhs wkh zhljkw/ ehfdxvh

frqvxphuv ydoxh Fhqwhu dqg Shulskhu| jrrgv lq wkh vdph zd| lq doo frxqwulhv1
Wkh rqo| vshfl?flw| lv wkdw lq frxqwu| ø +dqg v|pphwulfdoo| lq frxqwu| î,1
shulskhu| jrrgv duh hqwluho| pdgh ri grphvwlf jrrgv +lq rwkhu zrugv/ wkhuh lv
d frpsohwh krph eldv zlwklq Shulskhu| jrrgv/ ru htxlydohqwo| wkh frqvxphu
lq frxqwu| ø uhjdugv Shulskhu| jrrgv dv qrq0wudghg,1

Wkh frqvxpswlrq doorfdwlrq lv jlyhq e| duh=

äøø E5c %ä '
�

òø

%
åøø E5ä

åøø

&3w %
åøø
åø

&34
äø E%ä

äøä E5c %ä '

%
åøä E5ä

åøä

&3w %
åøä
åø

&34
äø E%ä

zkhuh=

åøø '

%
�

òøòå

] òøòå

f

í
åøø E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åøä '

%
�

�ý òå
] �

òå

í
åøä E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åø '
é
òå

í
åøø

ì�34
n E�ý òå ä

í
åøä

ì�34è �
�34
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71416 Frxqwu| E*v frqvxpswlrq

Wkh frqvxpswlrq edvnhw ri krxvhkrog % lq frxqwu| î lv jlyhq e|=

äî E%ä '

%
ò
�
4

å

í
äîî E%ä

ì43�
4 n E�ý òå ä

�
4

í
äîä E%ä

ì43�
4

& 4
43�

äîî E%ä '

%
EE�ý òøä òå ä3

�
w

] òå

òøòå

í
äîî E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

äîä E%ä '

%
E�ý òå ä3

�
w

] �

òå

í
äîä E5c %ä

ì w3�
w _5

& w
w3�

Wkh frqvxpswlrq doorfdwlrq lv duh=

äîî E5c %ä '
�

�ý òø

%
åîî E5ä

åîî

&3w %
åîî
åî

&34
äî E%ä

äîä E5c %ä '

%
åîä E5ä

åîä

&3w %
åîä
åî

&34
äî E%ä

zkhuh=

åîî '

%
�

E�ý òøä òå
] òå

òøòå

í
åîî E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åîä '

%
�

�ý òå
] �

òå

í
åîä E5ä

ì�3w
_5

& �
�3w

åî '
é
òå

í
åîî

ì�34
n E�ý òå ä

í
åîä

ì�34è �
�34

715 Rxwsxw dqg vdohv uhyhqxh

Wkh zruogzlgh ghpdqg idfhg e| krxvhkrog % lq hdfk frxqwu| lv zulwwhq dv=

t ø E%ä '

%
åøø E%ä

åøø

&3w %
åøø
åø

&34
òåä

ø

n

%
åäø E%ä

åäø

&3w %
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää
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t î E%ä '

%
åîî E%ä

åîî

&3w %
åîî
åî

&34
òåä

î

n

%
åäî E%ä

åäî

&3w %
åäî
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

t ä E%ä '

%
åøä E%ä

åøä

&3w %
åøä
åø

&34
òøòåä

ø

n

%
åîä E%ä

åîä

&3w %
åîä
åî

&34
E�ý òøä òåäî

n

%
åää E%ä

åää

&3w %
åää
åä

&34
E�ý òå äää

Wkh vdohv uhyhqxhv duh=

7-ø E%ä ' åøø E%ä

%
åøø E%ä

åøø

&3w %
åøø
åø

&34
òåä

ø

n.øåäø E%ä

%
åäø E%ä

åäø

&3w %
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

7-î E%ä ' åîî E%ä

%
åîî E%ä

åîî

&3w %
åîî
åî

&34
òåä

î

n.îåäî E%ä

%
åäî E%ä

åäî

&3w %
åäî
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

7-ä E%ä '
åøä E%ä

.ø

%
åøä E%ä

åøä

&3w %
åøä
åø

&34
òøòåä

ø

n
åîä E%ä

.î

%
åîä E%ä

åîä

&3w %
åîä
åî

&34
E�ý òøä òåäî

nåää E%ä

%
åää E%ä

åää

&3w %
åää
åä

&34
E�ý òå äää

Qrwh wkdw zkhq wkh odz ri rqh sulfh krogv=

t ø E%ä '

%
åøø E%ä

åøø

&3w;?=
%
åøø
åø

&34
òåä

ø n

%
åäø
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

<@>
t î E%ä '

%
åîî E%ä

åîî

&3w ;?=
%
åîî
åî

&34
òåä

î n

%
åäî
åäå

&3ú %
åäå
åä

&34
E�ý òå äää

<@>
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t ä E%ä '

%
åää E%ä

åää

&3w;AA?AA=
é
åøä
åø

è34
òøòåä

ø n
é
åîä
åî

è34
E�ý òøä òåäî

n
é
åää
åä

è34
E�ý òå äää

<AA@AA>
7-ø E%ä ' åøø E%ät

ø E%ä

7-î E%ä ' åîî E%ät
î E%ä

7-ä E%ä ' åää E%ät
ä E%ä

716 Rswlpl}dwlrq

Wkh Hxohu htxdwlrqv duh vlplodu dv ehiruh +uhfdoolqj wkdw doo krxvhkrogv duh
lghqwlfdo zlwklq d frxqwu|,=

äæ|n�
äæ|

' q E� n ð|n�ä
.æ|n�
å æ|n�

å æ|

.æ|

Qrwh wkdw lw lvq*w qhfhvvdulo| wuxh wkdw å æ ' .æåä/ ehfdxvh wkh Fhqwhu sulfh
lqgh{ lqfoxghv jrrgv iurp wkh rwkhu shulskhu| frxqwu|1 Wkh prqh| ghpdqgv
duh=

� æ
|

å æ|
' ãäæ|

E� n ð|n�ä.
æ
|n�

E� n ð|n�ä.
æ
|n� ý .æ|

Wkh rswlpdo pdunxsv dqg fxuuhqw dffrxqwv duh=

å ææ|

å æ|
'

wV

w ý �ä
æ
| t

æ
|

.æ|î
æ
|n�

å æ|
n äæ| ' E� n ð|ä

.æ|î
æ
|

å æ|
n
7-æ|

å æ|

Lq wkh v|pphwulf vwhdg| vwdwh zkhuh= îø ' îî ' îå ' îä ' f/ hyhu|rqh
lq wkh zruog surgxfhv dqg frqvxphv äf jlyhq e|= äf '

t
w3�
wV

1

717 Wkh orqj uxq

Zh wdnh orj olqhdu dssur{lpdwlrqv ri wkh pdlq htxdwlrqv ri wkh prgho1 Iurp
wkh prqh| ghpdqgv/ wkh pdunxs dqg wkh fxuuhqw dffrxqwv zh zulwh

76æ ý 7Ræ ' 7Sæ
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7Rææ ý 7Ræ ' 7Sæ n 7+æ

7Sæ '
�ý q
q

7Kæ n 7+æ n 7Rææ ý 7Ræ

Wkh rxwsxw ghpdqgv duh qrz jlyhq e|=

7+ø '
í
òå 7S

ø n E�ý òå ä 7Sä
ì
ý ú E�ý òå ä

í
7Räø ý 7Räå

ì
ý4

k
òå

í
7Røø ý 7Rø

ì
n E�ý òå ä

í
7Räå ý 7Rä

ìl
7+î '

í
òå 7S

î n E�ý òå ä 7Sä
ì
ý ú E�ý òå ä

í
7Räî ý 7Räå

ì
ý4

k
òå

í
7Rîî ý 7Rî

ì
n E�ý òå ä

í
7Räå ý 7Rä

ìl
7+ä ' 7Sç ý 4

k
òøòå

í
7Røä ý 7Rø

ì
n E�ý òøä òå

í
7Rîä ý 7Rî

ì
n E�ý òå ä

í
7Rää ý 7Rä

ìl
7+å ' òø7+

ø n E�ý òøä 7+î
' 7Sç ý 4

k
òå

í
òø7R

ø
ø n E�ý òøä 7Rîî ý 7Rå

ì
n E�ý òå ä

í
7Räå ý 7Rä

ìl
Wkhuhiruh=

7+å ý 7+ä ' ý4
k
òå

í
òø

í
7Røø ý 7Røä

ì
n E�ý òøä

í
7Rîî ý 7Rîä

ìì
n E�ý òå ä

í
7Räå ý 7Rää

ìl
7+ø ý 7+î ' òå

í
7Sø ý 7Sî

ì
ý 4òå

kí
7Røø ý 7Rø

ì
ý
í
7Rîî ý 7Rî

ìl
ýú E�ý òå ä

í
7Räø ý 7Räî

ì
71714 Fhqwhu0Shulskhu|

Zh gh?qh wkh iroorzlqj sulfhv=

7Råå ì òø7R
ø
ø n E�ý òøä 7Rîî

7Rå ì òø7R
ø n E�ý òøä 7Rî

Dv wkh odz ri rqh sulfh krogv iru dq| wudgh  rz/ zh fdq zulwh=

7Räå ' òø7R
ä
ø n E�ý òøä 7Räî ' 7Råå ý 7eå

7Rå ' 7eå n 7Rä

Wkhuhiruh/ wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| krogv ehwzhhq wkh Fhqwhu dqg wkh
Shulskhu|1 Wkh uhodwlyh rxwsxw ghpdqg lv wkhq=

7+å ý 7+ä ' ý4
í
7Råå ý 7Rää ý eå

ì
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Zklfk zh frpelqh zlwk wkh pdunxs dqg fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv=

7Råå ý 7Rää ý 7eå '
í
7Så ý 7Sä

ì
n
í
7+å ý 7+ä

ì
í
7Så ý 7Sä

ì
'

�ý q
q

7Kå

�ý òå
n
í
7+å ý 7+ä

ì
n 7Råå ý 7Rää ý 7eå

Iurp wkhvh htxdwlrqv/ zh ghulyh=

7Så ý 7Sä '
� n 4

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7Råå ý 7Rää ý 7eå '

�

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7+å ý 7+ä ' ý�

2

�ý q
q

7Kå

�ý òå
Wkh zruogzlgh h>hfwv duh=

7Sç ' 7+ç ' f

Wkh devhqfh ri Lqwud0Shulskhu| wudgh wkhuhiruh kdv qr lpsolfdwlrq rq wkh
zruogzlgh yduldeohv dqg wkh Fhqwhu0Shulskhu| gl>huhqfhv1

71715 Lqwud0Shulskhu|

Wkhuh lv qr gluhfw odz ri rqh sulfh ehwzhhq wkh wzr Shulskhu| frxqwulhv1 Qrwh
krzhyhu wkdw=

7Røä ' 7Rää n 7e
ø , 7Rø ' òå 7R

ø
ø n E�ý òå ä

í
7Rää n 7e

ø
ì

7Rîä ' 7Rää n 7e
î , 7Rî ' òå 7R

î
î n E�ý òå ä

í
7Rää n 7e

î
ì

,
í
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
' E�ý òå ä

íí
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7eø ý 7eî

ìì
Ixuwkhupruh=

7Räø ' 7R
ø
ø ý 7eø/ 7Räî ' 7Rîî ý 7eî

, 7Räø ý 7Räî '
í
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7eø ý 7eî

ì
Zh qrz wdnh wkh pdunxs/ rxwsxw ghpdqgv dqg fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv wr
zulwh=í
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
'

í
7Sø ý 7Sî

ì
n
í
7+ø ý 7+î

ì
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7Sø ý 7Sî '
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

n
í
7+ø ý 7+î

ì
n
í
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
7+ø ý 7+î ' òå

í
7Sø ý 7Sî

ì
ý 4òå

kí
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ìl
ýú E�ý òå ä

íí
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
7eø ý 7eî

ìì
Wkh v|vwhp fdq eh vroyhg dv=

7Sø ý 7Sî '
� n Eú n 4òå ä

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òøí

7Røø ý 7Rîî
ì
ý
í
7eø ý 7eî

ì
'

�

�ý òå
� n òå

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

7+ø ý 7+î ' ý�
2

�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

Qrwh wkdw wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| grhv qrw krog dfurvv wkh wzr Shulskhu|
frxqwulhv=í

7eø ý 7eî
ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
' ýòå

kí
7Røø ý 7Rîî

ì
ý
í
eø ý eî

ìl
' ý òå

�ý òå
� n òå

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

Wkh frxqwu| zlwk wkh odujhvw fxuuhqw dffrxqw vxusoxv h{shulhqfhv d uhdo dssuh0
fldwlrq ri lwv fxuuhqf| lq wkh orqj uxq/ ylv0d0ylv wkh rwkhu Shulskhu| frxqwu|1

718 Wkh vkruw uxq

Zh vwduw eh olqhdul}lqj wkh Hxohu htxdwlrqv dv=

7Sø ý Sø '
í
7eø ý eø

ì
ý
í
7Rø ý Rø

ì
n q_ð

7Sî ý Sî '
í
7eî ý eî

ì
ý
í
7Rî ý Rî

ì
n q_ð

7Sä ý Sä ' ý
í
7Rä ý Rä

ì
n q_ð

Wxuqlqj wr wkh vkruw dqg orqj uxq prqh| ghpdqgv/ zh kdyh=

76ø ý Rø ' Sø ý q

�ý qq_ðý
q

�ý q
í
7eø ý eø

ì
76î ý Rî ' Sî ý q

�ý qq_ðý
q

�ý q
í
7eî ý eî

ì
76ä ý Rä ' Sä ý q

�ý qq_ð
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76ø ý 7Rø ' 7Sø/ 76î ý 7Rî ' 7Sî/ 76ä ý 7Rä ' 7Sä
Sulfhv ehlqj vhw lq wkh surgxfhu*v fxuuhqf|/ zh zulwh=

Rø ' E�ý òå ä eø/ Rî ' E�ý òå ä eî
Rå ' E�ý òå ä eå
Rä ' ýòå eå

71814 Fhqwhu0Shulskhu|

Zh vwduw zlwk wkh Fhqwhu0Shulskhu| glphqvlrq1 Uhfdoo wkdw= 7Rå ' 7eå n 7Rä /
dqg zh fdq vkrz wkdw= Rå ' eå n Rä= wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| krogv
ehwzhhq wkh Fhqwhu dqg wkh Shulskhu|1 Wkh Hxohu htxdwlrqv wkhuhiruh lpso|=

Så ý Sä ' 7Så ý 7Sä
Zh fdq vkrz wkdw wkhuh lv qr ryhuvkrrwlqj ri wkh h{fkdqjh udwh

7eå ' eå

Wkh rxwsxw ghpdqgv/ fxuuhqw dffrxqwv dqg prqh| ghpdqgv duh=

+å ý +ä ' 4eå

7Kå

�ý òå
' ý

í
7Så ý 7Sä

ì
n +å ý +ä ý eåí

76å ý 76ä
ì
ý eå ' 7Så ý 7Sä

Zh fdq ghulyh wkh vroxwlrq dv=

7Så ý 7Sä '
4ý �
4

E�ý qä E� n 4ä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
eå '

�

4

�ý q n 4 E� n qä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
+å ý +ä '

�ý q n 4 E� n qä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
7Kå

�ý òå
'

2q E4ý �ä
� n q n 4 E�ý qä

í
76å ý 76ä

ì
Wkh zruogzlgh vroxwlrq lv=

Sç ' +ç ' 76ç

Wkh zruogzlgh uhvxowv/ dorqj zlwk wkh Fhqwhu0Shulskhu| glphqvlrq/ duh xq0
d>hfwhg e| wkh devhqfh ri Lqwud0Shulskhu| wudgh1
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71815 Lqwud0Shulskhu|

Wkh Hxohu dqg prqh| ghpdqgv lpso|=í
7Sø ý 7Sî

ì
ý
í
Sø ý Sî

ì
'

í
7eø ý 7eî

ì
ý
í
eø ý eî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
n
í
Rø ý Rî

ì
í
76ø ý 76î

ì
ý
í
Rø ý Rî

ì
'

í
Sø ý Sî

ì
ý q

�ý q
íí
7eø ý 7eî

ì
ý
í
eø ý eî

ìì
í
76ø ý 76î

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
'

í
7Sø ý 7Sî

ì
Frpelqlqj wkhvh htxdwlrqv/ zh vkrz wkdw wkhuh lv qr h{fkdqjh0udwh ryhu0
vkrrwlqj=

eø ý eî ' 7eø ý 7eî
Ixuwkhupruh= Rø ý Rî ' E�ý òå ä

í
eø ý eî

ì
1 Uhfdoo iurp wkh orqj uxq wkdw=

7Rø ý 7Rî ' òå
í
7Røø ý 7Rîî

ì
n E�ý òå ä

í
7eø ý 7eî

ì
Soxjjlqj wkhvh uhvxowv lq wkh Hxohu htxdwlrqv/ zh ghulyh=í

7Sø ý 7Sî
ì
ý
í
Sø ý Sî

ì
' ýòå

í
7Røø ý 7Rîî

ì
Wkh rxwsxw ghpdqg/ fxuuhqw dffrxqw duh zulwwhq dv=

+ø ý +î ' òå
í
Sø ý Sî

ì
n Eú n 4òå ä E�ý òå ä

í
eø ý eî

ì
Sø ý Sî ' ý

7Kø ý 7Kå
�ý òø

n
í
+ø ý +î

ì
ý E�ý òå ä

í
eø ý eî

ì
Iurp wkh orqj uxq uhvxowv/ zh zulwh=í

Sø ý Sî
ì
'

í
7Sø ý 7Sî

ì
n òå

í
7Røø ý 7Rîî

ì
'

�

�ý òå
� n òå n E�ý òå ä dú n E4ý �ä òå o

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

nòå
í
eø ý eî

ì
Diwhu vrph dojheud/ wklv lpsolhv=

Sø ý Sî '
�

ú n E4ý �ä òå
ü

2qòå dú n E4ý �ä òå o n Eú n 4òå ý �äl E�ý qä
2q nlE�ý qä

í
76ø ý 76î

ì
5:



eø ý eî '
�

ú n E4ý �ä òå
2q dú n E4ý �ä òå o n l E�ý qä

2q n lE�ý qä
í
76ø ý 76î

ì
7Kø ý 7Kå
�ý òø

'
2q E�ý òå ä dEú n E4ý �ä òå äý �o

2q nlE�ý qä
í
76ø ý 76î

ì
zkhuh=

l ' � n òå n E�ý òå ä Eú n E4ý �ä òå ä : f
Dvvxplqj ú n E4ý �ä òå : f/ zklfk lv uhdvrqdeoh1

Zh fdq vhh wkdw wkh sxufkdvlqj srzhu sdulw| grhv qrw krog dw wkh Lqwud0
Shulskhu| ohyho= í

eø ý eî
ì
ý
í
Rø ý Rî

ì
' òå

í
eø ý eî

ì
D uhodwlyh h{sdqvlrq e| frxqwu| ø + 76ø ý 76î : f, uhvxowv lq d qrplqdo dqg
uhdo ghsuhfldwlrq ri lwv fxuuhqf| ylv0d0ylv frxqwu| î1 Li wkh sdudphwhuv duh
vxfk wkdw wkh fxuuhqw dffrxqw h>hfw lv vwurqjhu iru ø +7Kø ý 7Kå : f,/ wkh uhdo
ghsuhfldwlrq uhpdlqv lq wkh orqj uxq1

719 Zhoiduh

Wkh zruogzlgh dqg Fhqwhu0Shulskhu| zhoiduhv duh wkh vdph zlwk ru zlwkrxw
Lqwud0Shulskhu| wudgh=

üç '
�

w
76ç

üå ý üä '
4ý w
4w

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
í
76å ý 76ä

ì
Vhwwlqj 76ä ' f zh vhh=

üå ÷ f/ òå ÷
w ý 4

4
í
� n q �34

�n4

ì
n w ý 4 ÷ �

Wxuqlqj wr wkh Lqwud0Shulskhu| glphqvlrqv/ zh fdq vkrz wkdw=

üø ý üî '
�

ú n E4ý �ä òå
l

2q nlE�ý qä ü
ú n E4ý �ä òå ý w E�ý òå ä

w

í
76ø ý 76î

ì
5;



Wkhuhiruh/ irfxvlqj rq wkh h>hfw ri 76î rq üî/ zh zulwh=

üî '

+
E�ý òøä

%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&

nòø
ú n E4ý �ä òå ý w E�ý òå ä

ú n E4ý �ä òå
l

2q nlE�ý qä
,
76î

w

zklfk zh fdq frpsduh zlwk wkh fruuhvsrqglqj htxdwlrq lq wkh fdvh zlwk
Lqwud0Shulskhu| wudgh=

üî '

+
E�ý òøä

%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&

nòø
ú ý w
ú

� n ú

� n q n E�ý qäú
,
76î

w

Iru frpsdulvrq/ irfxv rq wkh fdvh zkhuh 4 ' �1 Wkh htxdwlrq zlwk qr Lqwud0
Shulskhu| wudgh ehfrphv=

üî '

+
E�ý òøä

%
òå n E�ý òå ä

4ý w
4

� n 4

� n q n 4 E�ý qä
&

nòø
ú ý w E�ý òå ä

ú

� n òå n E�ý òå äú
2q n d� n òå n E�ý òå äúo E�ý qä

,
76î

w

Wkhuh lv pruh lqfhqwlyh wr ghydoxh zlwkrxw Lqwud0Shulskhu| wudgh li=

dú ý w E�ý òå äo
� n òå n E�ý òå äú

2q n d� n òå n E�ý òå äúo E�ý qä
: dú ý wo � n ú

� n q n E�ý qäú
Zklfk lv d frpsoh{ h{suhvvlrq1 Qrwh krzhyhu wkdw li ú ' f/ lw fdq eh
uhzulwwhq dv=

q ÷
� n òå
�ý òå

zklfk lv wuxh1 Li ú ' w/ lw ehfrphv=

òå
� n òå n E�ý òå ä w

2q n d� n òå n E�ý òå ä wo E�ý qä
: f

zklfk lv wuxh1 Li ú $4/ frqyhujhv wr=

�

�ý q :
�

�ý q
Wkhuhiruh/ wkh lqfhqwlyh wr ghydoxh lv dozd|v vwurqjhu lq wkh devhqfh ri Lqwud0
Shulskhu| wudgh +d qxphulfdo dqdo|vlv zlwk 4 9' � frq?upv wklv srlqw,1
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8 Dprgho zlwkrxw Lqwud0Shulskhu| wudgh dqg
sulfhv vhw lq wkh ex|hu*v fxuuhqf|

Wkh odvw prgho lv wkh fdvh zlwk qr Lqwud0Shulskhu| wudgh/ dqg sulfhv vhw lq
wkh ex|hu*v fxuuhqf|1

814 Wkh orqj uxq

Lq wkh orqj uxq/ sulfhv duh dgmxvwhg dqg wkh vroxwlrq lv wkh vdph dv lq wkh
prgho zkhuh sulfhv duh vhw lq wkh surgxfhu*v fxuuhqf|=

7Sç ' 7+ç ' f

7Så ý 7Sä '
� n 4

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7Råå ý 7Rää ý 7eå '

�

24

�ý q
q

7Kå

�ý òå
7+å ý 7+ä ' ý�

2

�ý q
q

7Kå

�ý òå

7Sø ý 7Sî '
� n Eú n 4òå ä

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òøí

7Røø ý 7Rîî
ì
ý
í
7eø ý 7eî

ì
'

�

�ý òå
� n òå

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

7+ø ý 7+î ' ý�
2

�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

815 Wkh vkruw uxq

Wxuqlqj wr wkh vkruw uxq/ zh uhfdoo wkdw doo frqvxphu sulfhv duh vhw1 Wkh
Hxohu htxdwlrqv duh wkhq zulwwhq dv=

7Sø ý Sø '
í
7eø ý eø

ì
ý 7Rø n q_ð

7Sî ý Sî '
í
7eî ý eî

ì
ý 7Rî n q_ð

7Sä ý Sä ' ý7Rä n q_ð
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Wxuqlqj wr wkh vkruw dqg orqj uxq prqh| ghpdqgv/ zh kdyh=

76ø ' Sø ý q

�ý qq_ðý
q

�ý q
í
7eø ý eø

ì
76î ' Sî ý q

�ý qq_ðý
q

�ý q
í
7eî ý eî

ì
76ä ' Sä ý q

�ý qq_ð

76ø ý 7Rø ' 7Sø/ 76î ý 7Rî ' 7Sî/ 76ä ý 7Rä ' 7Sä
Wkh rxwsxw ghpdqgv duh=

+ø ' òå S
ø n E�ý òå ä Sä

+î ' òå S
î n E�ý òå ä Sä

+ä ' Sç

Zkhuhdv wkh fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv duh jlyhq e|=

7Kø n Sø ' roø ' òå S
ø n E�ý òå ä Sä n E�ý òå ä eø

7Kî n Sî ' roî ' òå S
î n E�ý òå ä Sä n E�ý òå ä eî

7Kä n Sä ' roä ' Sç ý òå eå

81514 Fhqwhu0Shulskhu|

Iurp wkh Hxohu htxdwlrqv dqg wkh prqh| ghpdqgv/ zh fdq vkrz wkdw=í
7Så ý 7Sä

ì
'

í
Så ý Sä

ì
ý eå

eå ' 7eå

Wkh fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv lpso|=

7Kå

�ý òå
' ý

í
7Så ý 7Sä

ì
zklfk dorqj zlwk wkh orqj uxq uhvxowv ohdgv wr 7Kå ' f1 Wkhuh duh wkhuhiruh qr
orqj uxq gl>huhqfhv ehwzhhq wkh Fhqwhu dqg wkh Shulskhu|1 Iurp wkh prqh|
ghpdqgv/ zh hdvlo| vkrz wkdw=

Så ý Sä ' eå ' 76å ý 76ä
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Lq dgglwlrq +å ' +ä1 Wkh zruogzlgh uhvxowv duh=

Sç ' +ç ' 76ç

Wkh Lqwud0Shulskhu| wudgh lv djdlq luuhohydqw iru wkh zruogzlgh dqg Fhqwhu0
Shulskhu| uhvxowv1

81515 Lqwud0Shulskhu|

Zh qrz wxuq wr wkh Lqwud0Shulskhu| glphqvlrq1 Iurp wkh Hxohu htxdwlrqv
dqg wkh prqh| ghpdqgv/ zh vkrz wkdw=

eø ý eî ' 7eø ý 7eîí
7Sø ý 7Sî

ì
'

í
Sø ý Sî

ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
Iurp wkh orqj uxq prqh| ghpdqg/ zh vhh wkdw=

Sø ý Sî ' 76ø ý 76î

Iurp wkh rxwsxw ghpdqg dqg wkh fxuuhqw dffrxqw htxdwlrqv/ zh zulwh=

+ø ý +î ' òå
í
Sø ý Sî

ì
7Kø ý 7Kå
�ý òø

n
í
Sø ý Sî

ì
' òå

í
Sø ý Sî

ì
n E�ý òå ä

í
eø ý eî

ì
Wkh qh{w vwhs lv wr frpelqh wklv zlwk wkh orqj uxq vroxwlrq/ xvlqj wkh idfw
wkdw í

eø ý eî
ì
ý
í
7Rø ý 7Rî

ì
' ý òå

�ý òå
� n òå

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

wr ghulyh=

7Kø ý 7Kå
�ý òø

' ý E�ý òå ä
kí
7Sø ý 7Sî

ì
n
í
7Rø ý 7Rî

ì
ý
í
eø ý eî

ìl
' ý� n òå n E�ý òå ä Eú n E4ý �ä òå ä

2 dú n E4ý �ä òå o
�ý q
q

7Kø ý 7Kå
�ý òø

zklfk lpsolhv wkdw wkhuh duh qr orqj uxq h>hfwv dw wkh Lqwud0Shulskhu| ohyho
hlwkhu=

7Kø ý 7Kå ' f
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, eø ý eî ' 76ø ý 76ä

Zh fdq wkhq vkrz wkdw wkh vkruw uxq vroxwlrq lv=

Sø ' 76ø/ Sî ' 76î/ Sä ' 76ä

+ø ' òå 76
ø n E�ý òå ä 76ä

+î ' òå 76
î n E�ý òå ä 76ä

+ä ' 76ç

Frqvxpswlrq dqg rxwsxw lq frxqwu| î duh qrw d>hfwhg e| wkh prqhwdu|
vkrfnv lq frxqwu| ø1 Wkhuh lv qr ehjjdu0wk|0qhljkeru h>hfw/ ehfdxvh ri wkh
devhqfh ri dq| gluhfw olqn ehwzhhq frxqwu| ø dqg frxqwu| î1
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